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MOTIVACION

Cuando se estudia una poblacion de la que se conoce su distribucién de probabi-
lidad excepto un parametro o parametros desconocidos, resulta fundamental
asignar valores aproximados a esos parametros poblacionales para poder, pos-
teriormente, calcular probabilidades de interés para el analisis que se esté reali-
zando y las medidas que caracterizan a la poblacion. Al estudio de dicho proceso
de asignacion se dedicara esta Unidad Didactica.

Dicha asignacién se realiza a partir de la informacion muestral. Por tanto, esta
Unidad Didactica se basa en la Unidad Didactica 4.



PROPOSITOS

Los principales propositos de esta Unidad Didactica son:
e Entender el concepto de estimacion.
¢ Distinguir entre estimacion puntual y por intervalos.
¢ Comprender el concepto de estimador puntual y sus propiedades.
e Aprender los métodos de estimacion puntual.

e Saber estimar por intervalos un parametro.
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PREPARACION PARA LA UNIDAD

Se denomina estimacién al proceso de asignacién de valores a los parametros
desconocidos de una poblacién a partir de la informacién muestral. Se distinguen
dos tipos de estimacion:

m Estimacién puntual: se asigna a cada parametro desconocido un cierto
valor.

m Estimacion por intervalos: se construyen intervalos en los que con un
cierto grado de confianza se encuentra el verdadero valor del parame-
tro.

La primera parte de esta unidad didactica se dedica a la estimacion puntual. En
primer lugar, se presenta el concepto de estimador. A continuacién, se describen
las propiedades de los estimadores. Finalmente, se presentan los métodos de
estimacion puntual.

La segunda parte se dedica a la estimacién por intervalos. En primer lugar, se
explica el método para generar intervalos de confianza y a continuacién, se pre-
sentan algunos intervalos de confianza muy utilizados.

En esta Unidad Didactica aprenderas a estimar un parametro de forma puntual y
por intervalos.
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1. ESTIMACION PUNTUAL

Se esta estudiando una poblacién de la que se conoce su distribucion de proba-
bilidad excepto una serie de parametros poblacionales que son desconocidos.
Se toma una muestra y a partir de la informaciéon muestral se tratan de asignar
valores aproximados a esos parametros desconocidos.

Se denomina estimacioén al proceso de asignacion de valores a los parametros
desconocidos a partir de la informacion muestral.

Se distinguen dos tipos de estimacion:

1. Estimacién puntual: se asigna a cada parametro desconocido un cierto
valor.

2. Estimacidn por intervalos: se construyen intervalos en los que con un
cierto grado de confianza se encuentra el verdadero valor del parame-
tro.

En esta seccion y en la siguiente se estudiara la estimacion puntual.

En primer lugar, se va a definir el concepto de estimador puntual y de estima-
cion. Se prestara especial atencion a la diferencia que existe entre ambos con-
ceptos. A continuacion, se estudiaran las propiedades de los estimadores: inses-
gadez, eficiencia y consistencia. Finalmente, en la siguiente seccion, se expon-
dran los métodos de estimacién puntual.

CONCEPTO DE ESTIMADOR Y ESTIMACION

Se considera una poblacion de la que se conoce su distribucion de probabilidad
excepto un parametro cuyo valor se desconoce, y que se representa de forma
genérica por la letra 4.



Estimador puntual: un estimador puntual de un parametro @, que se represen-
ta por @, es un estadistico que utilizamos para asignar valores al parametro.

O=T(X, X, X))

Estimacion: es el valor del estimador para una muestra concreta.

O=T (X, X000, X,

Ejemplo 1. La esperanza de una poblacion es desconocida.
Se emplea la media muestral para asignarle un valor apro-
ximado a la esperanza poblacional. Se toma una muestra
aleatoria simple y se obtiene una media muestral de 25. Dis-
tinguir entre estimador y estimacion.

El estimador es la media muestral, puesto que es el estadis-
tico que se utiliza para asignar valores al parametro.

La estimacion es 25, porque es el valor que toma el estadis-
tico en la muestra que se ha tomado.

Puede haber situaciones en las que existan diferentes esti-
madores de un parametro. Por ejemplo, si la varianza de
una poblacion es desconocida, se podria utilizar como esti-
mador la varianza muestral o la cuasivarianza muestral. En
estos casos se plantea el siguiente problema: ¢ Qué estima-
dor se elegird?

Se elegira el que tenga mejores propiedades.

A continuacioén, se presentan las propiedades de los estimadores.
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PROPIEDADES DE LOS ESTIMADORES
INSESGADEZ

Un estimador es insesgado si la esperanza del estimador coincide con el para-
metro a estimar.

E@) =6

Sesgo: diferencia entre la esperanza del estimador y el parametro a estimar.

sesgo=E(0)—0

Obsérvese que si un estimador es insesgado la esperanza
del estimador coincide con el parametro a estimar. Por tanto,
el sesgo es igual a cero.

Ejemplo 2. Una poblacién viene representada por una va-
riable aleatoria &. Se toma una muestra aleatoria simple de

tamafio n. Se considera la media muestral como estimador
de la esperanza poblacional. ¢ Es un estimador insesgado?

Si su respuesta es negativa, determine el sesgo.

Se considera la media muestral como estimador de la esperanza poblacional.

=X

Para comprobar si el estimador es insesgado, se determinara la esperanza del
estimador.

E(4)=E(X) = pu

Se ha tenido en cuenta que la esperanza de la media muestral es la media po-
blacional (véase la seccion 2 de la Unidad Didactica 4).

La esperanza del estimador coincide con el parametro a estimar. Por tanto, el
estimador es insesgado.



Conclusién: la media muestral es un estimador insesgado
de la esperanza poblacional.

EFICIENCIA

Un estimador es eficiente si:
1. Es insesgado. E(é) =0
2. Tiene minima varianza.

Para determinar si la varianza de un estimador es minima, se utiliza la cota de
Cramer Rao. La cota es el valor minimo que puede tener la varianza de un esti-
mador insesgado.

COTA DE CRAMER RAO

Sea # un estimador insesgado de un parametro # entonces se verifica que:

1

I E{aln f(x,H)T
00

V(0) >

Por tanto, un estimador es €eficiente si:

1. Es insesgado. E(0) =6

2. Su varianza coincide con la cota de Cramer Rao.

1

i E{am f(x,e)T
00

V(0) =

10
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Ejemplo 3. Una poblacién viene representada por una va-
riable aleatoria £ que sigue una distribucion de Poisson. Se
toma una muestra aleatoria simple de tamafio n. Se conside-

ra como estimador del parametro A la media muestral. ¢ Es
eficiente?

Tenga en cuenta que: Cota de Cramer Rao =

S

La poblacion sigue una distribucion de Poisson. Por tanto E(&)=pu=A41
V(&) =o? = A (véase la seccion 4 de la Unidad Didactica 3).

~

El estimadores: A=X

A continuacion, se analizaran las dos condiciones que debe cumplir el estimador
para ser eficiente.

En primer lugar, se determinara la esperanza del estimador.

EQD)=EX)=u=2
Para calcular la esperanza del estimador se ha tenido en cuenta que:

1. La esperanza de la media muestral es igual a la esperanza poblacional
(véase la seccion 2 de la Unidad Didactica 4).

2. La esperanza poblacional es igual al parametro A, porque la poblacién
sigue una distribucién de Poisson.

La esperanza del estimador coincide con el parametro a estimar. Por tanto, el
estimador es insesgado.

En segundo lugar, se determinara la varianza del estimador.

v@:vo@:%:%

Para calcular la varianza del estimador se ha tenido en cuenta que:

1. La varianza de la media muestral es igual a la varianza poblacional divi-
dida entre el tamafio de la muestra (véase la seccion 2 de la Unidad Di-
dactica 4).

11



2. La varianza poblacional es igual al parametro 4, porque la poblacién si-
gue una distribucion de Poisson.

La varianza coincide con la Cota de Cramer Rao. Por consiguiente, es minima.

El estimador verifica las dos condiciones: es insesgado y tiene minima varianza.
Por tanto, es eficiente.

CONSISTENCIA

Un estimador es consistente si se verifica que:

pHé—@‘<gJ—>1
n— oo

La diferencia entre el valor asignado al parametro, que se representa por @,y el
valor verdadero, que se representa por @, es el error cometido. El valor de ese
error no se conoce, puesto que el verdadero valor del parametro es desconocido.

Es importante que el error cometido sea pequefio, pero da igual que sea positivo
(que el valor asignado esté por encima del valor verdadero o negativo (que el

valor asignado esté por debajo del valor verdadero). Por ello se considera el va-
lor absoluto del error.

Si el estimador es consistente se verifica que: cuando el tamafo muestral tiende
a infinito, es decir, cuando la muestra es muy grande, se tiene casi certeza (la
probabilidad tiende a 1) de que el error que se esta cometiendo es infinitesimal.
Condicién suficiente de consistencia
Si un estimador:

1. Es insesgado. E(0) =6

2. La varianza del estimador tiende a 0 cuando el tamano muestral tiende

a «.

V(0) >0
n— oo

entonces es consistente.

12
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Ejemplo 4. Una poblacién viene representada por una variable
aleatoria £. Se toma una muestra aleatoria simple de tamafio

n. Se considera la media muestral como estimador de la espe-
ranza poblacional. s Es un estimador consistente?

Se considera la media muestral como estimador de la esperanza poblacional.

fi=X

1. E(4) =E(X)=pu.
El estimador es insesgado (véase el ejemplo 2 de esta Unidad Didacti-
ca).
J— 62
2. V() =V(X)="-

Para calcular la varianza del estimador se ha tenido en cuenta que la
varianza de la media muestral es igual a la varianza poblacional dividida
entre el tamafo de la muestra (véase la seccion 2 de la Unidad Didacti-
caid).

A continuacién, se analizara que ocurre cuando el tamafio muestral tiende a .

2

V(m=v(>?)=%—>o
n — oo

Por tanto, el estimador es consistente.

Conclusion: la media muestral es un estimador consis-
tente de la esperanza poblacional.

13



2. METODOS DE ESTIMACION
PUNTUAL

Los métodos de estimacién puntual son métodos que proporcionan estimadores
puntuales de los parametros. Se distinguen dos métodos:

= METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD: consiste en considerar como
estimacion el valor mas probable dada la muestra que se ha observado.

m METODO DE LOS MOMENTOS: se basa en un criterio de analogia.
Consiste en igualar los momentos con respecto al origen de la poblacién
a los momentos con respecto al origen de la muestra.

A continuacién se explicaran estos dos métodos.
METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD

En primer lugar, se definira la funcion de verosimilitud de la muestra. Esta fun-
cioén es la funcion de probabilidad de la muestra, pero considerando que los pa-
rametros desconocidos son las variables y las observaciones muestrales son
conocidas.

Consideramos que el muestreo es aleatorio simple. Como se vio en la seccién 1
de la Unidad Didactica 4, este muestreo se caracteriza porque los elementos
muestrales se seleccionan al azar y con reemplazamiento. Estas caracteristicas
tienen dos implicaciones:

1. Cada elemento muestral se distribuye como la poblacién. Por tanto, la
funcion de masa o de densidad de cada elemento muestral coinciden con
las de la poblacion.

2. Las observaciones muestrales son independientes entre si, por que es un
muestreo con reemplazamiento.

14
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Si la variable es discreta, la funcion de verosimilitud es el producto de las funcio-
nes de masa de cada elemento muestral, porque los elementos muestrales son
independientes entre si.

L% Xy Xy 6) = P0G,) POG16) . PO,,6) = ] P(X,.6)

El operador H representa un producto.

Si la variable es continua, la funcién de verosimilitud es el producto de las fun-
ciones de densidad de cada elemento muestral, porque los elementos muestra-
les son independientes entre si.

L(X;, X, ,.es X, 0) = £(%,0) T(X,,0) ... f(xn,H):f[f(xi,Q)

Estimadores maximo-verosimiles

Los estimadores maximo-verosimiles son los valores de los parametros que ma-
ximizan la funcion de verosimilitud de la muestra, es decir, los que hacen maxi-
ma la probabilidad de obtener la muestra que se ha observado.

Se trata, por tanto, de encontrar el valor del parametro que maximiza la funcién
de verosimilitud de la muestra.

En lugar de maximizar la funcién de verosimilitud, maximizamos su logaritmo
neperiano para simplificar el calculo.

Esto se puede hacer porque la funcién logaritmica es una funcion creciente v,
por tanto, los valores que maximizan la funcién de verosimilitud son los mismos
que los que maximizan su logaritmo neperiano.

Ejemplo 5. Una poblacién viene representada por una va-
riable aleatoria & que sigue una distribucién de Poisson. Se
toma una muestra aleatoria simple de tamafio n. Determinar
el estimador maximo verosimil del parametro A .

15



En primer lugar, construimos la funcion de verosimilitud de la muestra.

L(X;s X000 X0 A) = P(X1, 4) P(Xg, 4) .. D(Xn,i)=l_1[ p(x,4) =

X
B efﬂ./flxl ef/l//i)(z efﬂ,/lxn B efﬂ.n//iljl

x!  x! 7 xl n
1 2
" [ !
i=1l

Para construir dicha funcion se ha tenido en cuenta que el muestreo es aleatorio
simple (véase la seccion 1 de la Unidad Didactica 4) y por tanto:

1. Cada elemento muestral sigue una distribucién de Poisson como la po-
blacién. Su funcion de masa es (véase la seccion 4 de la Unidad Didac-
tica 3):

et A%

X;!

p(x;,A) = i=1...,n

2. Las observaciones muestrales son independientes entre si. Por consi-
guiente, la funcion de probabilidad de la muestra es el producto de las
probabilidades de cada elemento muestral.

A continuacion, se determina el logaritmo neperiano de la funcién de verosimili-
tud

eﬂn/lg)(i ixi n
INL(X, Xy, X, A) = IN| =——— | =In| e*" 2" —In[Hxi!jz
i=1

ﬁ X;!
i=1

= In(e‘“)+ In| 27 |- In(li[ X, !j =-An +(Zn: xijln A- In(ll[ X, !j

i=1 i=1

Por ultimo, se encuentra el valor maximo.

Max InL(X, X500y X, A) = =4 n+(zn:xijlnﬂ——ln(ﬁ xi!j

16



|} |
TUAX

Para ello, se iguala la derivada de la funcién de verosimilitud con respecto al
parametro a 0.

oL _ gxi

—n+- =0
oA

Despejando el parametro, se tiene que:

A= =%

Por tanto, el estimador por el método de maxima verosimilitud del parametro A
es la media muestral.

METODO DE LOS MOMENTOS

Consiste en igualar los momentos con respecto al origen de la poblacion a los
momentos con respecto al origen de la muestra.

Distinguiremos dos casos:
a) Hay un parametro desconocido.
Como se tiene una sola incognita, se necesita plantear una ecuacion.

Se iguala el momento de orden 1 con respecto al origen de la poblacion,
que se representara por «,(€) al momento de orden 1 con respecto al

origen de la muestra, que se representara por a, .

a,(0)=a

siendo:

a, =E()= ZXi p(x;,d) sila variable es discreta o

i=1

a, =E()= _[ x f(x,6) dxsila variable es continua.

—0o0

17



Se resuelve la ecuacion despejando el valor de 0 y la solucion es el es-
timador.

b) Hay dos parametros desconocidos.

Como hay dos incégnitas, se plantea un sistema de dos ecuaciones.

O Se iguala el momento de orden 1 con respecto al origen de la po-
blacion, que se representara por ¢,, al momento de orden 1 con

respecto al origen de la muestra, que se representara por a, .

a,(0,,0,)=a,

siendo:

a, =E() = in p(x;,6,,0,) silavariable es discreta o

i=1

a, =E(&)= I x f(x,6,,6,) dx sila variable es continua.

O Se iguala el momento de orden 2 con respecto al origen de la po-
blacién, que se representara por @2 al momento de orden 2 con

respecto al origen de la muestra, que se representara por a

a,(6,,0,)=a,

a,

= ZX,Z p(x,6,,0,) silavariable es discreta o, = _[ x* £(x,6,,0,) dx si

i=1
la variable es continua.

18
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Se resuelve el sistema, y las soluciones son los estimadores de los pa-
rametros por el método de los momentos.

Ejemplo 6. Una poblacién viene representada por una va-
riable aleatoria & que sigue una distribucion de Poisson. Se

toma una muestra aleatoria simple de tamafio n. Determinar
el estimador por el método de los momentos del parametro

A.

Se tiene un solo parametro desconocido. Por tanto, se necesita plantear una sola
ecuacion.

Se iguala el momento de orden 1 con respecto al origen de la poblacién al mo-
mento de orden 1 con respecto al origen de la muestra.

Como la poblacién sigue una distribucién de Poisson.

a =E()=1

a, es siempre la media de la muestra.

Se igualan y se despeja el parametro (en este caso ya esta despejado).
o, =, A=X A=X

Por tanto, el estimador por el método de los momentos del parametro 4 es la
media muestral.

19



3. PLANTEAMIENTO GENERAL
DE LA ESTIMACION POR
INTERVALOS

Se esta analizando una poblacion de la que se desconocen una serie de para-
metros poblacionales. Como se vio en la seccién 1, se denomina estimacion al
proceso de asignacion de valores a los parametros poblacionales desconocidos
a partir de la informacion muestral. Se distinguen dos tipos de estimacion:

1. Estimacién puntual: se asigna a cada parametro desconocido un cier-
to valor.

2. Estimacion por intervalos: se construyen intervalos en los que con un
cierto grado de confianza se encuentra el verdadero valor del parame-
tro.

La estimacion puntual, que se ha desarrollado en las secciones anteriores, es
mas precisa. Logicamente el grado de precisién es mayor si asignamos al para-
metro un valor que si le asignamos un rango de valores, pero también mas
arriesgada.

Si se quiere estimar por intervalos un parametro desconocido de una poblacion,
que se representa de forma genérica por la letra @, se sigue el planteamiento
que se presenta a continuacion.

Se trata de encontrar dos estadisticos, es decir, dos funciones de la muestra,
que se representaran por T,(X) y T,(X) respectivamente, tales que con una

probabilidad y el verdadero valor del parametro € [Tl(X),T2 (X)], es decir,

P[Tl(x)SHSTz(X)]:)/:l—a

20
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v se denomina grado de confianza y « nivel de significacion.

El grado de confianza es la probabilidad de que el verdadero valor del parame-
tro se encuentre en el intervalo y el nivel de significacion es la probabilidad de
que el verdadero valor del parametro no se encuentre en el intervalo.

Cuando particularizamos para una muestra obtenemos un intervalo numeérico.

21



4. INTERVALOS DE CONFIANZA
PARA LA ESPERANZA DE UNA
POBLACION NORMAL

Se considera una poblaciéon que sigue una distribucion normal siendo la espe-
ranza poblacional desconocida. Se quiere estimar por intervalos dicho parame-
tro. Para deducir el intervalo nos basaremos en la distribucion de probabilidad
del estadistico media muestral.

Se distinguen dos casos dependiendo de si la varianza poblacional es conocida
0 desconocida.

INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA ESPERANZA DE UNA POBLACION
NORMAL CON VARIANZA CONOCIDA

Una poblacién sigue una distribucion normal con varianza conocida. Se toma
una muestra aleatoria simple de tamafo n. La construccién del intervalo de con-
fianza para u esta basada en la distribucion de probabilidad del estadistico me-

dia muestral que aparece en la Unidad Didactica 4 (seccion 3) y que se presenta
a continuacion.

X=H <N
(o2

Jn

El estadistico sigue una distribucion normal estandar.

22
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Para deducir el intervalo se parte de la siguiente expresion:

X —u
(o2

Jn

P <z =y=1-
o (=7 “

En primer lugar, se elimina el valor absoluto de la desigualdad.

X —u
Pi—-z < <z =y=1-
%~ o o (=7 ¢

Jn

A continuacion, se despeja el parametro u .

Seguidamente, se multiplicamos la desigualdad por -1.

P!X +z

(o2 v (o2
—2>2u=2X-2 , —r=y=1l-«
n %Jﬁ} !

Por ultimo, se cambia el sentido de la desigualdad.

- O - O
PIX-2, —<u<X+1, —t=y=1-a
{ o oot %,/‘n} Y

23



Por tanto, el intervalo de confianza para la esperanza de una
poblacién normal con varianza conocida es:

v O ~ O
X-2,, —<pu<X+z,, —
% ot % In
siendo ZO/ es el valor que deja a la derecha un area de
2
al 2 debajo de la funcion de densidad de la distribucion
normal estandar.

Ejemplo 7. Una poblacion sigue una distribucién normal con
varianza igual a 100. Se toma una muestra aleatoria simple
de 144 observaciones obteniéndose a partir de dicha mues-
tra una media muestral de 160. Construir un intervalo de
confianza del 95% para la esperanza poblacional.

La poblacion es normal y la varianza poblacional es conocida. Por tanto, el inter-
valo de confianza para la esperanza poblacional es:

7 W

En primer lugar se determinara el radio del intervalo.

sys7+z%

=7y,
El grado de confianza fijado es del 95%. Por tanto, el nivel de significacion sera

del 5%.

y=095 a=1-y=1-0,95=0,05 0‘2 =0,025

Z‘V es el valor que deja a la derecha un area de 0,025 debajo de la funcién de
2

densidad de una distribucién normal estandar.

24
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Dicho valor se determina a partir de la tabla de la distribucién normal estandar
que se presenta en el anexo de la Unidad Didactica 3.

Se busca dentro de la tabla 0,025. Se mira a que valor de la primera columna y
de la primera fila corresponde. Dicha area corresponde a 1,9 y 0,06. Por tanto,
2

Sustituyendo se tiene que:

o 10 3
e=z,, 2 =196 — =163
%dn T V144

El limite inferior del intervalo es la media muestral menos el radio y el limite su-
perior la media muestral mas el radio.

X—e<u<X+e

Sustituyendo por los valores obtenidos se tiene que:

160-163 < u <160+1,63

El intervalo de confianza del 95% para la esperanza poblacional es:

158,36 < u < 161,63

INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA ESPERANZA DE UNA POBLACION
NORMAL CON VARIANZA DESCONOCIDA

Una poblacién sigue una distribucion normal con varianza desconocida. Se toma
una muestra aleatoria simple de tamafo n. La construccién del intervalo de con-
fianza para i esta basado en la distribucion de probabilidad del estadistico me-
dia muestral que se presento en la Unidad Didéactica 4 (seccion 3). Se distinguen
dos casos dependiendo del tamafo de la muestra.
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a) Si el tamafio muestral es menor o igual a 30, la distribucion de probabi-

lidad del estadistico media muestral, viene dada por la siguiente expre-
sion.

=t

Jn

siendo t, , una distribucién t de Student de n—1 grados de libertad.

Para deducir el intervalo se parte de la siguiente expresion:

X —p
P <t loyo1o
S [Ty 7T

=

En primer lugar, se elimina el valor absoluto de la desigualdad.

X —u
Pi—-t < <t =y=1-¢
9 ="g5 a7

Jn

A continuacion, se despeja el parametro H.

S = S
Piot,, ——< X-u<t, —l=y=1-
{ % /n # %\/ﬁ} yeama

v S v S
PiX+t, —m2u2>2X-t,, —r=y=1-
{ %~ %Jﬁ} e



optin - ma

u

AX

Por ultimo, se cambia el sentido de la desigualdad.

S
P{X 0/ \/_S Y7, <X +t0/ ﬁ}zy/zl—a

Por tanto, el intervalo de confianza para la esperanza de una
poblacién normal con varianza desconocida y tamafio mues-
tral menor o igual que 30 es:

X — S,u<X+t

S
‘V n-1 J_ 0/,n—1 ﬁ

siendo t,,/ .1 ©S el valor que deja a la derecha un area de
21

al2 debajo de la funcién de densidad de una distribucion t

de Student de n—1 grados de libertad.

Ejemplo 8. Una poblacion sigue una distribuciéon normal. Se
toma una muestra aleatoria simple de 20 observaciones ob-
teniéndose a partir de dicha muestra una cuasidesviacion ti-
pica muestral de 6,156. Construir un intervalo de confianza
del 95% para la esperanza poblacional.

La poblacién es normal, la desviacién tipica poblacional es desconocida y el ta-
mano muestral es menor que 30. Por tanto, el intervalo de confianza para la es-
peranza poblacional es:

<p< X+t

S
D/nlf O/,n—lﬁ

En primer lugar se determinard el radio del intervalo:

- %,n—l \/ﬁ
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El grado de confianza fijado es del 95%. Por tanto, el nivel de significacion sera
del 5%.

y=095 a=1-y=1-095=0,05 &/ =0,025

2:

to/ __, s el valor que deja a la derecha un area de 0,025 debajo de la funcion de
5

densidad de una distribucion t de Student de 19 grados de libertad.

Dicho valor se determina a partir de la tabla de la distribucién t de Student que se
presenta en el anexo de la Unidad Didactica 3.

Se busca 19 (grados de libertad de la distribucién) en la primera columna y 0,025
(area a la derecha) en la primera fila. El valor situado dentro de la tabla que co-

rresponde a la fila en la que esta situado 19 y a la columna en la que esta situa-
do 0,025 es el que deja a la derecha esa area. Dicho valor es 2,093.

ty, .1 =2093

Sustituyendo se tiene que:

S _ 2, 0936156 =288

T 20

El limite inferior del intervalo es la media muestral menos el radio y el limite su-
perior la media muestral mas el radio.

Y—gﬁy < X+¢

Sustituyendo por los valores obtenidos se tiene que:

170-2,88 < 1 <170+2,88

El intervalo de confianza del 95% para la esperanza poblacional es:

16712 < u <17288
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b) Si el tamafo muestral es mayor que 30, la distribuciéon de probabilidad
del estadistico media muestral viene dada por la siguiente expresion.

X —u
——=N(01
S (O’)

Jn

El estadistico sigue una distribucion normal estandar.

Para deducir el intervalo se parte de la siguiente expresion:

X —u

P <z, =y=1-
1 A

Jn

En primer lugar, se elimina el valor absoluto de la desigualdad.

v S v S
Pl-X-z2, —<—-u<-X+12, —t=yp=1-
{ %n " /f} e
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Por ultimo, se cambia el sentido de la desigualdad.

= S = S
PiX-2  —< u<<X+z2,  —p=y=1-
{ % dn " +%Jﬁ} reie
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S. INTERVALOS DE CONFIANZA
PARA LA ESPERANZA DE UNA
POBLACION NO NORMAL

Se considera una poblacién que no sigue una distribucién normal siendo la espe-
ranza poblacional desconocida. Se quiere estimar por intervalos dicho parame-
tro. Se toma una muestra aleatoria simple de tamafio n mayor que 30. Para de-
ducir el intervalo nos basaremos en la distribucion aproximada del estadistico
media muestral.

Se distinguen dos casos dependiendo de si la varianza poblacional es conocida
o desconocida.

INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA ESPERANZA DE UNA POBLACION
NO NORMAL CON VARIANZA CONOCIDA

Se considera una poblacién con varianza conocida. Se toma una muestra aleato-
ria simple de tamafio n mayor que 30. La construccién del intervalo de confianza
para u esta basada en la distribucion aproximada del estadistico media mues-

tral que aparece en la Unidad Didactica 4 (seccion 4) y que se presenta a conti-
nuacion.

X-u

~N(02)

Jn

El estadistico sigue una distribucion normal estandar aproximada.
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Si se procede de forma idéntica al caso de poblaciéon normal con varianza cono-
cida, se genera el intervalo de confianza para u que viene dado por la siguiente

expresion:

v (o (o
X-z2  —<us<X+z1,, —
% Jn H % In

Obsérvese que en este caso la distribucion del estadistico
es aproximada y, por tanto, el intervalo es también aproxi-
mado.

INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA ESPERANZA DE UNA POBLACION
NO NORMAL CON VARIANZA DESCONOCIDA

Se considera una poblacion con varianza desconocida. Se toma una muestra
aleatoria simple de tamafio n mayor que 30. La construccion del intervalo de con-
fianza para u esta basada en la distribucion aproximada del estadistico media

muestral que aparece en la Unidad Didactica 4 (seccion 4).

X—u
S

Jn

~N(02)

El estadistico sigue una distribucién normal estandar aproximada.

Si se procede de forma idéntica al caso de poblacién normal con varianza des-
conocida, se genera el intervalo de confianza para x que viene dado por la si-

guiente expresion:
S
Z —_—
72 Jn

X-z ‘LISY+

S <
% n

Obsérvese que en este caso la distribucion del estadistico
es aproximada y, por tanto, el intervalo es también aproxi-
mado.
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6. INTERVALO DE CONFIANZA
PARA LA VARIANZA DE UNA
POBLACION NORMAL

Se considera una poblacion que sigue una distribucion normal. Se toma una
muestra aleatoria simple de tamafio n. La construccion del intervalo de confianza
para la varianza poblacional esta basada en la distribucién de probabilidad del
estadistico cuasivarianza muestral que aparece en la Unidad Didactica 4 (sec-
cion 3) y que se presenta a continuacion:

n—1)S?
—( 2) = Zzn—l
o

siendo 1 una distribucién y? de Pearson con n-1 grados de libertad.

A partir de la distribucion de probabilidad del estadistico, se deduce el intervalo
de confianza de confianza que viene dado por la siguiente expresion:

(n —1)32SG2 S(n ~-1)S?
ZZ%,n—l Zzlf%,n—l
siendo:

;(Z%M es el valor que deja a la derecha un area de al? debajo de la funcion

de densidad de una distribucion y*de Pearson con n—1 grados de libertad.
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Zzl*%,n—l es el valor que deja a la derecha un area de 1— «/2 debajo de la fun-

cion de densidad de una distribucién y”de Pearson con n—1 grados de liber-
tad.

Ejemplo 9. Una poblacion sigue una distribuciéon normal. Se
toma una muestra aleatoria simple de 20 observaciones ob-
teniéndose a partir de dicha muestra una cuasivarianza
muestral de 2,37. Construir intervalo de confianza del 90%
para la varianza de la poblacion.

El intervalo de confianza para la varianza de una poblacién normal viene dado
por la siguiente expresion:

(n—-1)S°? < o? S(n —1)S°?
ZZ%,n—l Zzlf%,n—l

En primer lugar, se determinara.

(n—1)S% =19x2,37=45

A continuacién, se obtendran los valores que aparecen en los denominadores.

El grado de confianza fijado es del 90%. Por tanto, el nivel de significacién sera
del 10%.

y=09 a=1-y=1-09=01 &/=005

2 =
;(Z%JH es el valor que deja a la derecha un area de 0,05 debajo de la funcién

de densidad de una distribucion y*de Pearson con 19 grados de libertad.

Dicho valor se busca en la tabla de la distribucion ;(2 de Pearson que se presen-

ta en el anexo de la Unidad Didactica 3. Se busca 19 (grados de libertad de la
distribucion) en la primera columna y 0,05 (area a la derecha) en la primera fila.
El valor situado dentro de la tabla que corresponde a la fila en la que esta situa-
do 19 y a la columna en la que esta situado 0,025 es el que deja a la derecha
esa area. Dicho valor es 30,144.

22401 =30144
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;(217%%1 el valor que deja a la derecha un area de 0,975. Se busca 19 (grados

de libertad de la distribucion) en la primera columna y 0,975 (area a la derecha)
en la primera fila. El valor situado dentro de la tabla que corresponde a la fila en
la que esta situado 19 y a la columna en la que esta situado 0,975 es el que deja
a la derecha esa area. Dicho valor es 10,117.

2 ey =10117

Sustituyendo por los resultados obtenidos se tiene:

45 <O-2<i

30144 10117

El intervalo de confianza del 90% para la varianza poblacional es:

1493< %< 4,448
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[ . INTERVALOS DE CONFIANZA
PARA LA DIFERENCIAS DE
ESPERANZAS DE DOS
POBLACIONES

Se consideran dos poblaciones con varianzas conocidas. Se quiere construir un
intervalo de confianza para la diferencia de esperanzas poblacionales. Se distin-
guen dos casos dependiendo de si las poblaciones siguen distribuciones norma-
les o no.

INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE ESPERANZAS DE
DOS POBLACIONES NORMALES CON VARIANZAS CONOCIDAS

Se consideran dos poblaciones que siguen distribuciones normales con varian-
zas conocidas. Sean u, y u, las esperanzas de la primera y de la segunda po-

blacién respectivamente, y o} y o las varianzas. Se toman dos muestras alea-

torias simples de tamafios n; y n, respectivamente. La construccion del interva-

lo de confianza para la diferencia de esperanzas poblacionales esta basada en la
distribucion de probabilidad del estadistico diferencia de medias muestrales que
aparece en la Unidad Didactica 4 (seccién 3) y que se presenta a continuacion:

(X, =X5) = (1 — 1,) ~N(02)
\/012 2
7+7
n, n,

El estadistico sigue una distribucion normal estéandar.
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Para deducir el intervalo se parte de la siguiente expresion:

=) (X, = X5) (1 — 1) <7 —y=1-a
2 2 A
oL %2

n n,

En primer lugar, se elimina el valor absoluto de la desigualdad.

(xl_xz)_(lﬁ_ﬂz)gz =y=l-a
2 2 A
\/‘71+‘72

n n,

A continuacion, se despeja 1, — i, .

2 2 2 2
o1 (o} I v o1 o
P<-z /——I——ZS X, —X,)— — <z e N 2
@ n, n, (X, o) — (1 — 1) A n, nz} Y 124

2 2

2
S o1 O o o
P—(X,—-X,)-z2 — < (- <—(X, =X,)+z —+——=y=1-
(X, 2) o n, n, (4 — 145) (X, 2) @ n, 2} e a
Seguidamente, se multiplicamos la desigualdad por -1.

2 2 2 2
— — o1 o — —
P{(Xl_xz)Jrz% n_+n_2 2 (1 — 15) Z(Xl_xz)—z% —+—}=7:1—a
1 2

Por ultimo, se cambia el sentido de la desigualdad.

2 2 2 2

S o c1° o - = o o,")

P{(X1X2)Z% —+n—2Sy1—u2S(X1—X2)+Z% —= 2_}
1 2
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Por tanto, el intervalo de confianza es:

- = - = o
X, —X,)-12 — <y, =, <(X, = X,)+2 —_— ==
(X, 2) ?é n, n, g =y <(Xy 2) ?é

Ejemplo 10. Una empresa A produce un articulo cuya de-
manda sigue una distribucién normal con desviacion tipica
igual a 200, en tanto que la demanda de otro articulo similar
producido por otra empresa B sigue una distribucion normal
con desviacion tipica igual a 100.

Se han observado 125 puestos de venta de cada uno de los
articulos resultando ser la demanda media muestral para el
articulo de la empresa A igual a 300 y 250 para la empresa
B.

Elaborar un intervalo de confianza del 95% para la diferencia
de demandas medias.

&, = “Demanda del articulo de la empresa A”

o, =200 X, =300 n, =125

&,= “Demanda del articulo de la empresa B”

o, =100 X, =250 n, =125

La poblaciones son normales y las varianzas poblacionales conocidas. Por tanto,
el intervalo de confianza para la diferencia de esperanzas es:

o1’ o, o’ 0'2)
1 _

X, —X,)-z
( 1 2) / nl n2

72\ n  n,

En primer lugar, se determinard el radio del intervalo.

2 2

; o1 . Oy
E= i e
%\ n,  n,
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El grado de confianza fijado es del 95%. Por tanto, el nivel de significacion sera
del 5%.
— 11—y =1— - o/ —
y=095 a=1-y=1-0,95=0,05 4—0,025

Zoy es el valor que deja a la derecha un area de 0,025 debajo de la funcién de
2

densidad de una distribucion normal estandar.

Dicho valor se determina a partir de la tabla de la distribucién normal estandar
que se presenta en el anexo de la Unidad Didactica 3.

Se busca dentro de la tabla 0,025. Se mira a que valor de la primera columna y

de la primera fila corresponde. Dicha area corresponde a 1,9 y 0,06. Por tanto,
2

Sustituyendo se tiene que:

o o) 2002+1oo2
n n, 125 125

=328

El limite inferior del intervalo es la diferencia de medias muestrales menos el
radio y el limite superior la diferencia de medias muestrales mas el radio.
Xy =X)—e < —p, < (X —Xp)+¢

Sustituyendo por los valores obtenidos se tiene que:

50—328 < 1, — i1, < 50+328

El intervalo de confianza del 95% para la diferencia de esperanzas es:

17,2 < g — 1, <828

INTERVALO DE CONFIANZA PARA LA DIFERENCIA DE ESPERANZAS DE
DOS POBLACIONES CON VARIANZAS CONOCIDAS

Se consideran dos poblaciones con varianzas conocidas. Sean 1, y u, las es-
peranzas de la primera y de la segunda poblacion respectivamente, y o-f y 0-22

las varianzas. Se toman dos muestras aleatorias simples de tamafios n, y n,
respectivamente ambos mayores que 30. La construccion del intervalo de con-
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fianza para la diferencia de esperanzas poblacionales esta basada en la distribu-
cién aproximada del estadistico diferencia de medias muestrales que aparece en
la Unidad Didactica 4 (seccion 4) y que se presenta a continuacion:

()zl _iz)_(ﬂl — 1)

~N(0.)

El estadistico sigue una distribucién normal estandar aproximada.

Si se procede de forma idéntica al caso de poblaciones normales con varianzas
conocidas, se genera el intervalo de confianza que viene dado por la siguiente
expresion:

Obsérvese que en este caso la distribucién del estadistico
es aproximada y, por tanto, el intervalo es también aproxi-
mado.
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CUADROS

CUADRO 1. INTERVALOS DE CONFIANZA (POBLACIONES NORMALES)

Intervalo de confianza
parala esperanza.
Varianza conocida.

Intervalo de confianza

para la esperanza. = S _ Y% S
Varianza desconociday X _t%,n—l_n_‘u <X +t%,n—l_n
n<30.
Intervalo de confianza
para la esperanza. S i S

Varianza desconociday

n>30.
Intervalo de confianza (n-1S? , (n-1)S?
para la varianza. — SO0 S—H—
X %,n—l X 1—U%,n—l
Intervalo de confianza
para la diferencia de L o o2 o o2 ok
ranz X, =X)—z,, |—+ =2 <pu — g, <(X;, =X V+z ,. |2+ +-2H~
esperanzas (X; = X3) %\ n ", =y (X = X5) %5\ " nl
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CUADRO 2. INTERVALOS DE CONFIANZA APROXIMADOS

(POBLACIONES NO NORMALES)

Intervalo de confianza
para la esperanza.

< O ~ O

Varianza conocida. X ~ 2 ﬁgﬂgx +Z%ﬁ
Intervalo de confianza — S — S

para la esperanza. X - % ﬁg H<X+ Zay Tn

Varianza desconocida.

Intervalo de confianza
para la diferencia de
esperanzas.

2 2
- /O‘l o - =
(xl_XZ)_Z% o +_n2 Szul_/“lZS(xl_XZ)_'_z%
| 2

2
O

n,

e

n,

4

I~
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CONCLUSIONES

Cuando se estudia una poblacion de la que se conoce su distribucion de probabi-
lidad excepto un parametro o parametros desconocidos, resulta fundamental
asignar valores aproximados a esos parametros para poder, posteriormente,
calcular probabilidades de interés para el estudio que se esté realizando y las
medidas que caracterizan a la poblacion.

En dicho proceso se deben seguir las siguientes etapas:

En primer lugar, hay que tomar una muestra. La muestra debe ser representativa
de la poblacion para que los resultados sean fiables.

A continuacién, se procede a estimar el parametro o parametros de forma pun-
tual y por intervalos. Para realizar la estimacion puntual se elige un buen estima-
dor para el parametro desconocido. Se sustituyen los valores muestrales en la
expresion del estimador y se obtiene el valor numérico asignado al parametro.

Para realizar la estimacion por intervalos se elige el intervalo adecuado depen-
diendo del parametro y de la situacion en la que nos encontremos (distribucion
de la poblacion, tamafo muestral, informacién conocida) y se fija un grado de
confianza. A continuacién, se sustituyen los valores muestrales en las expresio-
nes de los limites inferior y superior del intervalo, y se genera el intervalo numé-
rico.

Finalmente, se interpretan los resultados obtenidos.
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RECAPITULACION

La estimacion es el proceso de asignacién de valores a los parametros poblacio-
nales desconocidos a partir de la informacién muestral.

Se distinguen dos tipos de estimacion:

m Estimacion puntual: se asigna a cada parametro desconocido un cierto
valor.

Un estimador puntual de un parametro es un estadistico que se utiliza
para asignar valores al parametro.

Los métodos de estimacién puntual nos proporcionan estimadores pun-
tuales de los parametros.

m Estimacion por intervalos: se construyen intervalos en los que con un
cierto grado de confianza se encuentra el verdadero valor del parame-
tro.

44



L
UAX

AUTOCOMPROBACION

Un estimador es:

a) Un parametro desconocido de una poblacion.

b) Un estadistico que se utiliza para asignar un valor a un parametro desco-
nocido de una poblacion.

¢) Un valor numérico.

d) Ninguna respuesta es correcta.

Considere que la esperanza de una poblacién es desconocida. Se emplea
la media muestral para asignarle un valor aprox imado a la esperanza pobla-

cional. Se toma una muestra aleatoria simple y se obtiene una media
muestral de 150, entonces:

a) El estimador es 150 y la estimacién es la media muestral.
b) El estimador es la media muestral y la estimacion es 150.

c) Con esta informacion no se puede determinar cual es la estimacion y cual
el estimador.

d) Ninguna respuesta es correcta.

Un estimador es insesgado si:

a) La varianza del estimador coincide con el parametro a estimar.
b) La esperanza del estimador coincide con el parametro a estimar.
¢) Su varianza es minima.

d) Ninguna respuesta es correcta.
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4. La media muestral es:

a) Un estimador insesgado de la esperanza poblacional.
b) Un estimador sesgado de la esperanza poblacional.

c) Con esta informacion no se puede determinar si es un estimador inses-
gado o sesgado.

d) Ninguna respuesta es correcta.

5. Si un estimador es insesgado y su varianza tiende a cero cuando el tamafio
muestral tiende a infinito entonces:

a) El estimador no es consistente.
b) El estimador es consistente.

¢) Con esta informacion no se puede determinar si el estimador es consis-
tente o no.

d) Ninguna respuesta es correcta.

6. La media muestral:

a) No es un estimador consistente de la esperanza poblacional.
b) Es un estimador consistente de la esperanza poblacional.

¢) Con esta informacién no se puede determinar si es un estimador consis-
tente o no.

d) Ninguna respuesta es correcta.

7. La Cota de Cramer Rao es :

a) El valor minimo para la varianza de un estimador insesgado.
b) El valor maximo para la varianza de un estimador insesgado.
c) El valor de la varianza de un estimador insesgado.

d) Ninguna respuesta es correcta.

8. Un estimador es eficiente si:

a) Es insesgado y tiene minima varianza.
b) La esperanza del estimador coincide con el parametro a estimar.
¢) Su varianza es minima.

d) Ninguna respuesta es correcta.
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9. El grado de confianza fij ado para construir un intervalo de confianza es:

a) La probabilidad de que el verdadero valor del parametro se encuentre en
el intervalo.

b) La probabilidad de que el verdadero valor del parametro no se encuentre
en el intervalo

c) El verdadero valor del parametro desconocido.

d) Ninguna respuesta es correcta.

10. Si el grado de confianza fij ado para construir un intervalo de confianza es
del 90 %, el nivel de significacion fij ado seré:

a) 1%.
b) 10%.

c) Con esta informacion no es posible determinar el nivel de significacion fi-
jado.

d) Ninguna respuesta es correcta.
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SOLUCIONARIO
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PROPUESTAS DE AMPLIACION

Si estas interesado en ampliar los conocimientos sobre estimaciéon paramétrica,
puedes consultar los capitulos 5, 6 y 7 del siguiente libro:

Martin Pliego F. J. y Ruiz Maya L. (2001). Estadistica Il: Inferencia. Editorial
Thomson.
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